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模型论域映射函数及其在模型组合中的作用 
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摘  要：基于模型组合对模型论域的要求，本文将模型论域进一步分解为变量定义域

和函数值域，论述了模型受限并运算的本质是在并运算中保持了函数和关系的定义域不变，

以使并模型中所涉函数和关系成立有效。在论域分析的基础上，本文提出了论域映射函数

方法，建立了模型之间数据的相互引用机制，提高了模型组合处理数据的灵活性和效能。

与此同时，本文还论述了论域映射函数方法不会影响模型受限并运算的实现，分析了论域

映射函数方法对多种模型组合稳定性的影响因素及解决办法。   
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Abstract：Based on the requirements of model combinations for the model domain, the 

model domain is decomposed into variable definition domain and fanction range in this paper. 

It has been confirmed that the essence of the limited parallel operation of models is to 

maintain the definition domain of functions and relationships unchanged during the parallel 

operation, in order to make the functions and relationships involved in the parallel model valid. 

On the basis of domain analysis, a method on the domain mapping function is proposed in the 

paper.  A mechanism for mutual quoting of the data between models is established. The 

flexibility and efficiency of processing data in model combinations are Improved. At the same 

time, the article also discusses that the domain mapping function method will not affect the 

implementation of the limited parallel operation of models, and the influencing factors and 

solutions on the stability of system are analyzed in various model combinations due to the 

introduction of domain mapping functions . 

Keywords: model domain，variable definition domain，fanction range，domain mapping 

function，data circular reference 

C
h

in
aX

iv
:2

0
2

5
1

1
.0

0
0

5
7

v
3

T h i s  v e r s i o n  p o s t e d  2 0 2 5 - 1 2 - 0 3 .

https://chinaxiv.org/abs/202511.00057V3


 

2 
 

一.   引  言 

当前，人工智能进入了飞速发展时期。Trangsformer、BERT、ChatGPT-3、ChatGPT-4

等大模型相继诞生[1][2][3]，它们在自然语言和多模态信息处理方面取得了突出的进步，实

现了文本、编程、图像、语音、视频、音乐等多模态信息的处理和转换。以此为基础的生

成式人工智能技术取得了瞩目进展。现在，在 Trangsformer 基础上发展起来的预训练大模

型已能调节超千亿参数进行深度学习，成为当下人工智能领域的主流方向。近年来，国内

也涌现出以 DeepSeek 为代表的大模型应用，成绩瞩目，成为全球人工智能领域的焦点[4]。 

但另一方面亦应看到，这些大模型通过调节内部参数来进行学习，模型具有高度复杂

性和非线性，存在可解释性和复现困难的问题[5]。它们的模型原理是什么，能否直接用于

其他智能体设备的研发，这些都是人们关心，但直接从当前的大模型获取知识又相当困难

的问题。从外部看，它们具有人们需要的功能，但又未使用具体的数学公式去描述它，可

重复性欠缺，只能将其看成为具有特定功能的黑箱[6][7]。人们期待对此有更深刻的理论和

数学描述。随着多模态大语言模型，知识图谱，人工智能与多模态数学推理，具身智能，

交叉领域应用等人工智能领域的技术研究飞速进步，若干基础理论研究工作有必要同步跟

进，以支持人工智能领域技术的更快更好发展。 

毋容置疑，数理逻辑理论是当下人工智能基础理论的重要组成部分。数理逻辑的模型

论对模型的概念有严格的定义，并建立了一套严格的理论体系，可作为人工智能的基础理

论进行研究。其中的模型概念是由形式语言通过解释（映射）所定义产生的，包含了若干

函数和关系式，组成为一个完整的逻辑整体。由于这种模型通过形式语言严格进行了定义，

满足形式语言的推理规则，由它产生的逻辑推理结论应该适用于一般的实体模型推理。因

此，研究数理逻辑模型对人工智能系统的研发有着重要的现实意义。 

就模型而言，人们期望的一种情景是：可以由若干简单模型组合成更大的模型；或反

过来，复杂的较大模型可以分解为若干较小的简单模型来求解。这样，利用相对简单、成

熟的模型能够组合产生复杂的、较大的模型。这对人工智能系统、独立智能体的研究来说

有重要的意义。要实现模型的组合就必须要求进行模型的并运算，然而在数理逻辑模型论

中，一般情况下的模型并运算是不满足运算封闭要求的[8]，因此无法定义，也就无法实现

模型的并运算。现有模型论理论对此未能进行深入研究，这是一种缺失。我们在《一种树

形模型链构建方法及其应用展望》[9] 一文中，提出了数理逻辑模型论中的模型受限并运算

方法，实现了模型在一定约束条件下的并运算；论述了由若干小模型组合成大模型，或将

大模型分解为小模型来实现的建模途径。这对人工智能设备的研究是一种理论支持。但模

型受限并运算的成立是建立在并运算时对论域的强制限制来实现的，这对人工智能系统的

构建又似乎显得有些灵活性不足，影响到系统运行的效率。因此，本文将从模型的论域角

度对这一问题作进一步的探讨分析，以期改进模型组合的灵活性和运行效率问题。 

二.   模型受限并运算回顾 

为方便对利用数理逻辑理论对建模问题进行深入讨论，这里先将本文所涉及的数理逻
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辑模型论及模型组合问题作一简要回顾。 

1. 一阶语言符号系统 

本文所涉一阶逻辑要素，包括：论域  𝑀 、个体记号集合 𝐶、关系记号集合 𝑅、函数

记号集合 𝐹、变元记号集合{ 𝑥, 𝑦,…}、逻辑运算符集合{¬, ⋀  , ⋁  , →, ↔ }、量词记号集合

{∀，∃}、标点符号集合{  (  ,  )  , ，}组成，可参见一般数理逻辑书籍。 

以上记号集合除论域外，其余集合组成了一阶形式语言𝓛 ： 

𝓛 = { 𝑎, … , 𝑅 , … , ≈, 𝑓, … , 𝑥, … , 𝑢, … , ¬, … , ∀, ∃, (  , )  ,，} 。    

其中， { ≈, 𝑥, … , 𝑢, … , ¬, … , ∀, ∃, (  , )  ,，} 是不同系统中的共有部分，一般在特定系

统中就不再列出。 

定义 2.1: 设 

C =  { 𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝜅 } 是一些个体记号组成的集合， 

R =  {  𝑟1 , 𝑟2 , … ,  𝑟𝜆 } 是一些关系记号组成的集合， 

F =  { 𝑓1, 𝑓2,  … ,  𝑓𝜇  } 是一些函数记号组成的集合， 

则 𝓛 = { C,R,F }= {  𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝜅, 𝑟1 , 𝑟2 , … ,  𝑟𝜆 ,  𝑓1, 𝑓2,  … ,  𝑓𝜇  }构成一个特定的语言，

其中，C、R、F 的基数 𝜅 、𝜆 、𝜇 可以是有限或者无限基数。  

本文中所使用的一阶逻辑的项、公式、语句等的定义和形成规则，以及变元在论域中

的取值解释等同一般文献[8][10][11][12]。 

2. 模型定义 

数理逻辑模型是一种结构性模型，为讨论方便，现将有关定义详尽列出。 

定义 2.2: 设 𝓛 为一阶语言。一个 𝓛-结构是一个二元组 ℳ= ( 𝑀,I )，其中 𝑀 为非

空集合，称为 ℳ 的论域，I 为定义在 𝓛 上满足如下条件的映射(称 I 为解释)： 

1） I 把 𝓛 中的每个常项符 c 解释为 𝑀 中的元素，即 I(c)∈ 𝑀 ； 

2） I 把 𝓛 中的每个 n 元关系符 P 解释为 𝑀 上的 n 元关系，即 I(P )⊆ 𝑀𝑛  ； 

3） I 把 𝓛 中的每个 n 元函数符 f解释为 𝑀上的 n 元函数，即 I(f)为从 𝑀𝑛 到 𝑀 的映

射，I(f)：𝑀𝑛  → 𝑀 。 

常把 I(c)、I(P)、I(f) 分别记为 𝑐𝑀、、𝑃𝑀、𝑓𝑀 。则对如上的 L-结构，有 c𝑀 ∈  𝑀， 

𝑃𝑀 ⊆ 𝑀𝑛，𝑓𝑀：𝑀𝑛  → 𝑀。 

在一些资料[8][12]中，将二元组 ℳ = ( 𝑀,I )看成为模型是针对 𝓛 中的公式 A 或公式集 Σ 

而定义的, 即当 ℳ ⊨ A(或 ℳ ⊨ Σ )时,定义 ℳ 是 A(或 Σ )的模型。而在其它资料
[10]

中，把

二元组 ( 𝑀,I )看成为对语言 𝓛  ={C,R,F }在  𝑀 上的一种解释，当该二元组已把  𝓛 解释

为{ 𝐶̅,𝑅̅,𝐹̅ }后,则把 𝔄 = (𝑀, 𝐶̅,𝑅̅,𝐹̅) 叫做语言 𝓛 的一个模型，𝑀 叫做 𝓛 的论域。
 

从结构上看，二者实际上是一致的。本文只是从数据结构上来探讨逻辑模型的问题，

因此，采用[10]的方法，将把论域上实现解释后的结构看成为语言的模型。 

定义 2.3: 设语言 𝓛 ={C,R,F }。如果二元组( 𝑀,I )将 𝓛 的个体、关系和函数记号在

 𝑀 中对应地作出了解释{ 𝐶̅,𝑅̅,𝐹̅ },则把 ℳ= ( 𝑀, 𝐶̅,𝑅̅,𝐹̅ )称作 𝓛 的模型，𝑀 称作 ℳ 的
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论域
[10]

。 

本文以下讨论中，在提及语言 𝓛 ={C,R,F }的模型时，已默认将 𝓛 的个体、关系和函

数记号在 𝑀 中对应地作出了解释，为方便计，亦将 ℳ = ( 𝑀, 𝐶, 𝑅, 𝐹 )称作 𝓛 的模型。 

由以上数理逻辑模型的定义可看出，这里所涉的模型的结构性特征明显。而对一般实

际应用中的模型而言，其针对的是现实世界中的具体对象，处理的是具体的实际问题，二

者是不能等同的。数理逻辑的模型虽是一种结构模型，但它包含了抽象的数据对象、对象

间的逻辑关系和推理规则、对象间的函数映射关系等等。同时，这些对象、关系和函数也

构成了一个逻辑整体。而具体对象的模型一般也包含了处理的对象、数据、函数、推理方

法等，只是所涉及的都是具体的对象实体，与数理逻辑的模型虽不能等同，但数理逻辑模

型理论所得到的建模规则，推理规则等，可视为是具体模型应用中应当遵循的逻辑原则。

因此，对具体模型的研究来说，研究数理逻辑模型有着重要的现实意义。 

3. 子模型 

定义 2.4: 设 ℳ，𝒩为同一语言 𝓛 ={C,R,F }的两个模型。称 ℳ 是 𝒩 的子模型，记

作 ℳ ⊆  𝒩，如果下列条件成立： 

1） 𝑀 ⊆  N  （𝑀 ，N 分别为模型 ℳ，𝒩 的论域）； 

2） 对任意常项符  c ∈ 𝓛，有 𝑐𝑀 = 𝑐𝑁 ； 

3） 对任意 n-元关系符 R ∈ 𝓛，及任意  𝑎1, … , 𝑎𝑛 ∈ 𝑀,都有 

𝑅𝑀( 𝑎1, … , 𝑎𝑛 ) 当且仅当 𝑅𝑁( 𝑎1, … , 𝑎𝑛 )； 

4） 对任意 n-元函数符 𝑓 ∈ 𝓛，及任意  𝑎1, … , 𝑎𝑛 ∈ 𝑀,都有 

𝑓𝑀( 𝑎1, … , 𝑎𝑛 ) =  𝑓𝑁( 𝑎1, … , 𝑎𝑛 )。 

对第 2）条，实际隐含  𝑐𝑀 ∈ 𝑀。 

4. 模型受限并运算与模型组合 

人们研究模型问题的一个主要目的就是为了实现模型组合。而为了实现模型组合，就

离不开模型的串、并联，并由此实现小模型组合成更大更复杂模型的愿景。资料[9]对此

已有详细论述。为本文讨论方便，现将有关定义汇集于后： 

对于模型的交运算，有以下定义： 

定义 2.5: 设模型  ℳ1，ℳ2 为一阶语言  ℒ ={C,R,F }的两个模型，其中 ℳ1 =

(𝑀1, 𝐶1, 𝑅1, 𝐹1 ), ℳ2 = (𝑀2, 𝐶2, 𝑅2, 𝐹2 )。定义 ℳ0 = ℳ1 ∩ ℳ2 = (𝑀0, 𝐶0, 𝑅0, 𝐹0 )为二者的交

运算，满足下列条件： 

1) 论域 𝑀0 =  𝑀1 ∩ 𝑀2 ； 

2) 对任意常项符 c ∈  𝓛 ，有 𝑐𝑀0 = 𝑐𝑀1 且  𝑐𝑀2； 

3) 对任意 n-元关系符 R ∈ 𝓛，及任意  𝑎1, … , 𝑎𝑛 ∈ 𝑀0,都有 

𝑅𝑀0( 𝑎1, … , 𝑎𝑛 ) 当且仅当 (𝑅𝑀1( 𝑎1, … , 𝑎𝑛 ) 且 𝑅𝑀2( 𝑎1, … , 𝑎𝑛 ))； 

4) 对任意 n-元函数符  𝑓 ∈ 𝓛，及任意   𝑎1, … , 𝑎𝑛 ∈ 𝑀0 ,都有 𝑓𝑀0( 𝑎1, … , 𝑎𝑛 )  = 

( 𝑓𝑀1( 𝑎1, … , 𝑎𝑛 ) 且 𝑓𝑀2( 𝑎1, … , 𝑎𝑛 ) )。 

资料[9]已说明，模型的交运算对常项符、关系和函数都是封闭的。 
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对于模型的并运算，一般情况下存在运算不封闭的情况。因此，资料[9]提出了模型

受限并运算的方法，实现了在一定约束条件下的模型并运算。 

定义 2.6: (模型受限并运算)设模型 ℳ1, ℳ2 为一阶语言 ℒ ={C,R,F }的两个模型，其

中ℳ1 = (𝑀1, 𝐶1, 𝑅1, 𝐹1 ), ℳ2 = (𝑀2, 𝐶2, 𝑅2, 𝐹2 )。定义 ℳ0 = ℳ1 ∪lim ℳ2 = (𝑀0, 𝐶0, 𝑅0, 𝐹0 )  

为模型 ℳ1，ℳ2 的受限并运算，如果满足如下条件： 

1)  论域 𝑀0 =  𝑀1 ∪ 𝑀2 ； 

2)  对任意常项符  c ∈ 𝓛，如果 c𝑀1 = c𝑀0，则 c ∈ 𝐶1 且 c ∈ 𝐶0；如果c𝑀2 = c𝑀0，则

 c ∈ 𝐶2 且 c ∈ 𝐶0； 

3)  对任意 n-元关系符 R ∈ 𝓛，及任意  𝑎1, … , 𝑎𝑛，如果  𝑎1, … , 𝑎𝑛 ∈ 𝑀1 ,则有

𝑅𝑀1( 𝑎1, … , 𝑎𝑛 ) 当且仅当 𝑅𝑀0( 𝑎1, … , 𝑎𝑛 )；如果  𝑎1, … , 𝑎𝑛 ∈ 𝑀2，则有

𝑅𝑀2( 𝑎1, … , 𝑎𝑛 ) 当且仅当 𝑅𝑀0( 𝑎1, … , 𝑎𝑛 )。 

4)  对任意 n-元函数符 𝑓 ∈ 𝓛，及任意  𝑎1, … , 𝑎𝑛，如果  𝑎1, … , 𝑎𝑛 ∈ 𝑀1 ,则有 

𝒇𝑀1( 𝑎1, … , 𝑎𝑛 ) =  𝑓𝑀0( 𝑎1, … , 𝑎𝑛 )；如果  𝑎1, … , 𝑎𝑛 ∈ 𝑀2 ,则有 

𝑓𝑀2( 𝑎1, … , 𝑎𝑛 ) =  𝑓𝑀0( 𝑎1, … , 𝑎𝑛 )。 

5)  对任意 n-元变量取值组合  𝑎1, … , 𝑎𝑖 , … , 𝑎𝑛  ∈ 𝑀0，其取值范围：只存在

 ( ∀𝑎𝑖 ∈ 𝑀1)∨ ( ∀𝑎𝑖 ∈ 𝑀2 )的情形(包括  𝑎𝑖 ∈ 𝑀1 ∩ 𝑀2 )。 

以上条件称作模型受限并运算条件。 

资料[9]说明了下述引理成立： 

引理 2.1：  模型受限并运算对关系和函数是封闭的。 

资料[9]还列出了子模型的定义、模型交运算方法等，同时定义了子模型并运算的方

法。 

定义 2.7: 设一阶语言 ℒ ={C,R,F }的模型 ℳ1 = (𝑀1, 𝐶1, 𝑅1, 𝐹1 ), ℳ2 = (𝑀2, 𝐶2, 𝑅2, 𝐹2 ) 

是模型 ℳ0 =  (𝑀0, 𝐶0, 𝑅0, 𝐹0 ) 的子模型，ℳ1 ⊆ ℳ0，ℳ2 ⊆  ℳ0。定义

 ℳ0
′ = (𝑀0

′ ,  𝐶0
′ ,  𝑅0

′ ,  𝐹0
′ )  = ℳ1 ∪𝑠𝑢𝑏 ℳ2 为子模型 ℳ1，ℳ2 的并模型，如果满足如下条件： 

1） 论域  𝑀1 ∪ 𝑀2 =  𝑀0
′ ⊆ 𝑀0； 

2） ℳ1，ℳ2 的并运算满足定义 3.2 中的模型受限并运算条件。 

资料[9]指出，定义 2.7 确定的子模型并运算 ∪sub是由受限模型并运算 ∪lim 所限定的，

而 ∪sub 更能体现出并运算结果的子模型特征。 

三.   模型的论域分解 

3.1 模型组合对论域的要求 

如前所述，我们进行模型组合的目的，是为了实现由若干小模型组合成大模型，以便

处理更复杂的问题。这种组合应当是有意义的，内部协调且无矛盾的；而不是拼凑的，为

组合而组合的。模型组合的一个突出优点是模型之间可以相互利用模型处理数据的结果，

即一些模型的数据处理结果被整个大的模型看成为中间结果而被其他模型加以利用。这对

大的模型系统的开发而言，作用是显然的。从直观上看，一个模型要能够利用其它模型处
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理数据的结果，则必需共享其它模型处理后的数据，实现模型间数据传递。从模型论的角

度看，能够相互传递数据的模型之间的数据域一定存在交集，故以下引理成立： 

引理3.1： 设 ℳ1 = (𝑀1, 𝐶1, 𝑅1, 𝐹1 ) 和 ℳ2 = (𝑀2, 𝐶2, 𝑅2, 𝐹2 ) 是一阶语言 𝓛 ={C,R,F }

的两个模型。如果要在 ℳ1 和 ℳ2 之间直接实现数据传递，其必要条件是它们的论域

 𝑀1 和 𝑀2 之交集一定非空，即有  𝑀1 ∩  𝑀2  ≠  Φ 。 

对于模型受限并运算来说，在并运算中对 n-元变量的取值范围作了限定，这似乎又限

制了使用论域的范围，因此有必要对此作进一步的深入讨论。 

3.2 论域分解 

定义 3.1： 设 ℳ = ( 𝑀, 𝐶, 𝑅, 𝐹 )为一阶语言 ℒ = { 𝐶, 𝑅, 𝐹 } 的模型，𝑀 为模型 ℳ 的

论域，则称 𝑀 =  𝑀𝐶  ∪  𝑀𝐷  ∪  𝑀𝑅 为 𝑀 的论域分解，其中： 

𝑀𝐶 ：常量域（constant），含一般常量：a，b，… ；逻辑常量： T(True)，F(Faulse)； 

𝑀𝐷 ：定义域（domain），为模型中变量的取值范围； 

𝑀𝑅 ：值域（Range），为模型中函数输出的取值范围。 

在定义 3.1 中，𝑀𝑅 只对函数做了定义，因关系是一种逻辑表达式，只有成立与不成

立两种情况，其取值可包含在逻辑常量 { T，F } 中。 

模型的定义域和值域可做进一步分解。 

定义 3.2： 模型定义域 𝑀𝐷 可进一步分解为 𝑀𝐷 = 𝑀𝐷𝑅  ∪ 𝑀𝐷𝐹。其中： 

𝑀𝐷𝑅 ：关系定义域，为模型所有关系表达式中变量的取值范围； 

𝑀𝐷𝐹 ：函数定义域，为模型所有函数中变量的取值集合。 

在一个模型中，关系变量 (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) 与函数变量 (𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑚) 的取值范围有可

能存在重迭，即存在 𝑀𝐷𝑅 ∩ 𝑀𝐷𝐹 ≠  Φ。 

一般情况下，一个模型可能包含不止一个函数，而是一个函数集合 𝐹 = {𝑓𝑖}(1 ≤ 𝑖 ≤

𝑛)，函数 𝑓𝑖 的定义域可表示为 𝑀𝐷𝑓𝑖 
, 则依据定义 2.2，对函数的定义域有以下引理： 

引理3.2： 设模型 ℳ 的函数集为 𝐹 = {𝑓𝑖}(1 ≤ i ≤ n)，函数 𝑓𝑖 的定义域为 𝑀𝐷𝑓𝑖
，则模

型的函数定义域为 𝑀𝐷𝐹 = ∪ 𝑀𝐷𝑓𝑖
。 

定义 3.3： 函数 𝑓 的取值范围称作 𝑓 的值域，记作 𝑀𝑅𝑓 。 

依据定义 3.3，有以下引理： 

引理3.3： 设模型 ℳ 的函数集为 𝐹 = {𝑓𝑖}(1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛)，则模型ℳ 的函数值域为   

𝑀𝑅𝐹 = ∪ 𝑀𝑅𝑓𝑖
，且模型值域 𝑀𝑅 = 𝑀𝑅𝐹。 

在数理逻辑中，函数的定义域和值域均是一种结构性定义，与具体对象不同，它们具

有更宽范的含义。比如，对函数定义域而言，它具有以下内涵： 

从数据属性来看，定义域中的数据可以是普通数据，也可以是对象数据，…… ； 

从数据类型来看，定义域中的数据可以是实数，虚数，整数，…… ； 

从数据结构来看，定义域中的数据可以是单个数据，向量，矩阵，…… 。 

对一个具体的模型来说，其定义域中的数据属性、数据类型、数据结构都是确定的，
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而对于一般模型而言，其定义域中的数据属性、数据类型、数据结构可以不被指定，我们

只是从结构上来研究定义域的特性。 

3.3 函数封闭对定义域，值域的要求 

将模型的论域按常数域、定义域、值域细分后，对一般的模型并运算造成的函数不封

闭问题可以得到更深刻的认识。 

资料[9]对模型并运算造成的函数不封闭问题有如下描述： 

设模型 ℳ1，ℳ2 为一阶语言 ℒ ={ 𝐶, 𝑅, 𝐹 }的两个模型，其中 ℳ1 = (𝑀1, 𝐶1, 𝑅1, 𝐹1 )，

 ℳ2 = ( 𝑀2, 𝐶2, 𝑅2, 𝐹2 )。如果定义 ℳ0 = ℳ1 ∪ ℳ2 = ( 𝑀0, 𝐶0, 𝑅0, 𝐹0 )，则首先要求 

 𝑀0 = 𝑀1 ∪ 𝑀2 ，对某一 n-元函数  𝑓( 𝑥1, … , 𝑥𝑛 ) ∈ ℒ ，它在 ℳ1 和 ℳ2 中都得到解释，对

取值组合 { (𝑎1, … , 𝑎𝑛 )| 𝑎𝑖 ∈  𝑀0 }，有以下几种情况： 

1) { (𝑎1, … , 𝑎𝑛 )| 𝑎𝑖 ∈  𝑀0  , ∀ 𝑎𝑖 ∈  𝑀1 }，这时 𝑓𝑀1( 𝑎1, … , 𝑎𝑛 ) ∈  𝑀1  ⟹ 

 𝑓𝑀0( 𝑎1, … , 𝑎𝑛 ) ∈  𝑀0，运算封闭； 

2) { (𝑎1, … , 𝑎𝑛 )| 𝑎𝑖 ∈  𝑀0  , ∀ 𝑎𝑖 ∈  𝑀2 }，这时 𝑓𝑀2( 𝑎1, … , 𝑎𝑛 ) ∈  𝑀2  ⟹ 

 𝑓𝑀0( 𝑎1, … , 𝑎𝑛 ) ∈  𝑀0，运算封闭； 

3) 存在{ (𝑎1, … , 𝑎𝑖 , … , 𝑎𝑗 , … , 𝑎𝑛 )| 𝑎𝑖 , 𝑎𝑗 ∈  𝑀0  , ∃ (𝑎𝑖 ∈  𝑀1 且  𝑎𝑗 ∈  𝑀2且 𝑎𝑗 ∉

 𝑀1 ∩  𝑀2) }，在这种情况下， 𝑓𝑀0(𝑎1, … , 𝑎𝑖 , … , 𝑎𝑗 , … , 𝑎𝑛 )的值无法确定是否在

 𝑀0 = 𝑀1 ∪ 𝑀2 中，造成函数不封闭。 

由于存在函数不封闭的情况，一般就无法定义模型的并运算。 

从函数定义域的角度看，上述第 1)、2）种情况中，函数  𝑓𝑀1( 𝑎1, … , 𝑎𝑛 )和

 𝑓𝑀2( 𝑎1, … , 𝑎𝑛 )自变量的取值均在函数的定义域内，故两个模型的函数和并模型的函数在

此范围内是有定义的。而在第 3）种情况中，函数 𝑓𝑀0(𝑎1, … , 𝑎𝑖 , … , 𝑎𝑗 , … , 𝑎𝑛 )的自变量取

值已超出了已知函数 𝑓𝑀1( 𝑎1, … , 𝑎𝑛 )和 𝑓𝑀2( 𝑎1, … , 𝑎𝑛 )的定义域范围，故此造成了无法确

定函数是否成立的问题，也就是造成了函数不封闭。 

在模型并运算中造成函数不封闭的情况可以推广到模型的关系运算中。因为模型中的

关系式中仍存在变量的定义域问题，故一般的模型并运算亦可能造成超出关系变量的定义

域范围，进而造成关系表达式无法确定其是否成立的问题。 

由以上分析可看出，以下定理成立。 

定理3.1： 模型受限并运算方法的本质是在并运算中维持函数和关系的定义域不变，

以保持并运算中的函数和关系成立。 

定理 3.1 明确表示了模型受限并运算的本质和重要意义。从定理 3.1 的角度看，模型

受限并运算亦可称为保定义域模型并运算。 

3.4 模型定义域与值域的扩展 

1. 单个模型定义域与值域的扩展 

在数理逻辑模型论中，经常会遇到极大化问题。那么，在模型论域中，是否存在极大
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化的可能呢？在模型论域细分后，这一问题就是显而易见的了。对任一单个模型 ℳ，其论

域 𝑀 =  𝑀𝐶  ∪  𝑀𝐷  ∪  𝑀𝑅 ，假设对论域中一成员  𝑚 ∈  𝑀𝑅  , 且  𝑚 ∉ 𝑀𝐷 ，如果令 

𝑀𝐷
′ =  𝑀𝐷 ∪ {𝑚}，最终有 𝑀𝑅  ⊆ 𝑀𝐷  

′ 。这是一种随意扩大模型定义域的行为，一般情况下

是不成立的。如果需要扩大模型定义域，必须对扩大的成员从模型函数和关系式进行验证

才行。 

在实际应用中，一个成熟模型的使用常常会遇到功能扩展问题。一种是在新的数据环

境中，需要扩大模型的函数功能，使之能够处理新的数据，提升模型的处理能力；二是适

应新的模型环境，与其它模型协同工作，共同完成模型承担的任务。这两者都可能涉及到

模型的修改问题。通过修改模型的实现功能，适应函数和关系定义域的变动，以及函数值

域的变动，其结果是实现了模型功能和性能的提升。为了确认这些功能变化，最直接的办

法就是对模型的使用进行验证。如果经过验证，这些改动是可行的，则模型的改动便是成

功的；否则，模型的改动就是不可行的。 

2. 模型组合中的论域扩展 

在单个模型中，对模型的论域变动应当慎重处理，一般不能随意扩大模型的论域，其

中特别不能随意扩大模型的定义域。但是，对模型组合而言，情况则有所不同。对通过模

型受限并运算实现的并模型来说，其论域至少应当包含模型组合中各子模型的论域，论域

规模自然是扩大了。 

设 模 型 组 合  ℳ0 =  ( 𝑀0, 𝐶0, 𝑅0, 𝐹0 )  是 由 若 干 子 模 型 组 合 而 成 的 并 模 型 ：        

 ℳ0 = (∪𝑠𝑢𝑏 )𝑖=1
𝑛  ℳ𝑖 =  (∪𝑠𝑢𝑏 )𝑖=1

𝑛  (𝑀𝑖 , 𝐶𝑖 , 𝑅𝑖 , 𝐹𝑖 ) ， 即 模 型 组 合   ℳ0 是 由 各 子 模 型      

 ℳ𝑖( 𝑖 =1 ,…, n ) 通过模型受限并运算组合而成的模型，其中， ℳ0 的论域 𝑀0 = ∪ 𝑀𝑖。

显然，组合模型 ℳ0 的论域与各子模型相比是扩大了。但由于这里的模型并运算是受限并

运算，由定理 3.1，在组合模型 ℳ0 中的各个子模型的函数和关系在运算中都不会超出它们

的定义域范围，因此，组合模型在其论域  𝑀0 = ∪  𝑀𝑖 的范围内是成立的。 

对于不是由模型受限并运算组成的并模型的情形，由于一般情况下并运算不一定成立，

因而使得并模型不一定成立。其原因是并运算时随着论域的扩大，子模型的定义域超出了

原来确定的范围，造成并运算中的函数和关系不一定成立。因此，对于实际需要采用非受

限并运算的并模型的情形，则需通过验证方式来确认并模型是否成立以及进一步的模型修

改问题。 

四.   论域映射函数及其在模型组合中的作用 

4.1 论域映射函数 

如前所述，我们进行模型组合的目的就是为了提升模型处理问题的能力，由若干小的

成熟模型组合成更大型更复杂的模型，以便处理更复杂的实际问题。当然，这些组合在一

起的模型应该构成一个有机整体，相互协同工作，充分发挥模型组合的整体性能。而要做

到这一点，模型之间必须要能够实现处理后的数据相互共享和利用，即一些模型可以利用

其他模型处理的数据结果，以提升自身处理问题的能力。在这种相互作用的机制下，使得
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整个模型组合的整体性能有所提升，这正是我们进行模型组合所期望的。 

资料[9]提出了模型受限并运算的方法，实现了模型的组合。如上所述，模型受限并运

算的本质是在模型并运算时保持了函数和关系的定义域不变，这似乎又限制了模型受限并

运算的运用范围。在实际应用中，为了解决在一般情况下因模型并运算的定义域受限导致

其应用范围受限的问题，有两种解决办法：一种办法是对纯软件系统，可以将需要的子模

型模块加入到模型组合中任何需要的地方来实现模型组合；而对于同时有硬件和软件构成

的系统，比如具身智能系统，一般不太可能通过“复制”的方式来组合加载一个子模型模

块，而是希望在需要的地方通过引用该模型模块处理后的数据来实现功能性组合。特别是，

在由大量子模型组合成的复杂模型网络中，用复制子模型方式来得到它的数据处理结果是

不可取的，也是行不通的。鉴于此，本文提出了一种使用论域映射函数的方法，用来实现

一个模型对其它模型所处理数据的引用。 

定义 4.1： 设模型 ℳ1，ℳ2 为一阶语言𝓛 = { 𝐶, 𝑅, 𝐹} 的两个模型，其中 ℳ1 = 

(𝑀1, 𝐶1, 𝑅1, 𝐹1)，ℳ2 = (𝑀2, 𝐶2, 𝑅2, 𝐹2)；设 𝑀1𝑘 ⊆  𝑀1为 𝑀1 的子论域，𝑀2𝑝 ⊆  𝑀2为 𝑀2 的

子论域。称函数集 𝐹𝑀2−𝑀1
 为论域 𝑀2 到 𝑀1 的论域映射函数，如果 𝐹𝑀2−𝑀1

 将 𝑀2𝑝 映射为

 𝑀1𝑘，即有 𝐹𝑀2−𝑀1
： 𝑀2𝑝  →  𝑀1𝑘。 

由定义 4.1 可看出，论域映射函数将其它模型的一部分论域映射到本模型的论域中，

这为本模型直接引用其它模型的数据处理结果提供了可能。论域映射实质上是一种数据对

应或变换，将一些数据形式变换成另外一些数据形式。当然这种变换在实际应用中应当是

有确定含义的，且是可行的。定义 4.1 中未特别强调论域映射是值域或定义域之间的映射，

是考虑到在将值域映射到另一模型的定义域时，也允许将一部分定义域同时映射的情况。

一般情况下，定义 4.1 中的 𝑀2𝑝 主要是指模型 ℳ2 的某些函数的值域， 𝑀1𝑘 主要是指模型

 ℳ1 中的函数和关系的定义域。 

例如，在一个软件中，对其它某个软件模块的调用，可视为将被调用模块输出的数据

映射为调用模块的定义域中的数据，而由调用模块继续使用，这时的函数映射实质上就可

用模块调用方式实现。又如，如果一个系统中既包含了二值逻辑系统，又包含有模糊逻辑

系统，那么，模糊逻辑系统的处理结果可以被二值逻辑系统所采用。这时，模糊逻辑系统

输出的数据需经过适当变换处理后再传递给二值系统，这时的函数映射就包括对模糊逻辑

系统输出数据的引用和适当的数据变换[13]：模糊逻辑系统变量 𝑥𝐴 的值域映射为二值逻辑

系统 𝑥𝐵的定义域时，需同时把 𝑥𝐴 对应的隶属度 𝜇𝑥𝐴
 从取值 [0,1] 变换为 𝑥𝐵 的输入取值

{0,1}，其变换可为 

                 𝑥𝐵−𝐼𝑛 ={
1        𝜇𝑥𝐴

≥ 0.5

  0        𝜇𝑥𝐴
< 0.5  

 

由于在模型组合中引入了论域映射函数，有必要对模型的定义作适当修改，以体现论

域映射函数在模型中的作用和定位。 

定义 4.2： (包含论域映射函数的模型定义) 设一阶语言 𝓛 ={C,R,F }的一个模型为 

ℳ = ( 𝑀, 𝐶, 𝑅, 𝐹 )。称 ℳ′ = (𝑀, 𝐶, 𝑅, 𝐹 ∪ 𝐹𝑀𝑜−𝑀) 为在 ℳ 中纳入了论域映射函数后的模型。

其中，论域映射函数 𝐹𝑀𝑜−𝑀 为满足定义 4.1 的映射函数集，它的作用只是将其它模型的一
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部分论域映射到模型 ℳ 的论域 𝑀 中，并不参与模型 ℳ 内部的其它数据处理。 

为方便计，之后我们提及包含论域映射函数的模型时，就直接采用 ℳ = (𝑀, 𝐶, 𝑅, 𝐹 ∪

𝐹𝑀𝑜−𝑀)表示了，其中在模型的函数集合中增加了论域映射函数 𝐹𝑀𝑜−𝑀，以区别于一般的模

型。而对一般未采用论域映射函数的模型，仍采用 ℳ = ( 𝑀, 𝐶, 𝑅, 𝐹 ) 的形式表示。 

模型中增加论域映射函数后，本模型的函数和关系可以引用其它模型映射到本模型定

义域的数据。当然，在引用其它模型映射到本模型定义域中的数据时，使用者应该清楚这

些数据的含义是与被引用模型的一种数据对应，而加以利用的。这样，对其它模型输出数

据的引用，使得模型处理的数据范围变相扩大了，有可能获得整体性能的提升。 

与此同时，为了获得性能的提升，也可能会涉及对关系集和函数集的部分修改。对于

这一模型中关系和函数的修改问题，会涉及具体的模型组成，已超出本文讨论的范围，留

待之后进一步研究了。 

4.2 论域映射函数对模型受限并运算的影响 

在模型中引入论域映射函数后，人们首先想到的问题是，模型受限并运算在添加论域

映射函数后是否仍然成立？下述定理对这个问题给出了肯定的回答。 

定理4.1： 模型中引入论域映射函数后，如果模型中的关系和函数未作调整改变，则

以该模型为基础的模型受限并运算仍成立有效。 

证明：设 ℳ1，ℳ2 为一阶语言 ℒ ={C,R,F }的两个模型，其中 ℳ1 = (𝑀1, 𝐶1, 𝑅1, 𝐹1 )， 

ℳ2 = (𝑀2, 𝐶2, 𝑅2, 𝐹2 )。设 ℳ0 = ℳ1 ∪lim ℳ2 = (𝑀0, 𝐶0, 𝑅0, 𝐹0 )  为 ℳ1，ℳ2 满足定义 2.2

条件的模型受限并运算结果。根据引理 2.1，以 ℳ1，ℳ2 为基础的模型受限并运算对关系

和函数是封闭的，即ℳ0 中的关系和函数 𝑅0, 𝐹0 成立，在并运算后有确定的值。 

现在 ℳ1 中引入论域映射函数 𝐹𝑀2−𝑀1
:  𝑀2𝑟  →  𝑀1𝑞，其中， 𝑀1𝑞 ⊆  𝑀1 为 𝑀1的一个子

论域， 𝑀2𝑟 ⊆  𝑀2 为 𝑀2 的一个子论域， 𝐹𝑀2−𝑀1
 将模型 ℳ2 的子论域 𝑀2𝑟 映射为模型 ℳ1 的

子论域  𝑀1𝑞 。这时，模型 ℳ1 变成 ℳ1
′ = (𝑀1, 𝐶1, 𝑅1, 𝐹1 ∪  𝐹𝑀2−𝑀1

)， ℳ2  仍保持不变。下

面来考察模型 ℳ1
′ 与 ℳ2  的模型受限并运算  ℳ1

′  ∪lim  ℳ2 =  ℳ0
′ = ( 𝑀0

′ ,𝐶0
′ ,𝑅0

′ ,𝐹0
′ )。由于

只在模型 ℳ1 中引入了论域映射函数 𝐹𝑀2−𝑀1
，且只将 𝑀2 的子论域 𝑀2𝑟 映射为 𝑀1的子论域

 𝑀1𝑞 ，与 ℳ1 相比， ℳ1
′ 的其它部分均未作改变，因此可以断言， 𝑀0

′ = 𝑀0，𝐶0
′ = 𝐶0，𝑅0

′ = 𝑅0，

𝐹0
′ = 𝐹0 ∪  𝐹𝑀2−𝑀1

，即有 ℳ0
′ = ( 𝑀0

′ ,𝐶0
′ ,𝑅0

′ ,𝐹0
′ ) =  (𝑀0, 𝐶0, 𝑅0, 𝐹0

′ ) = (𝑀0, 𝐶0, 𝑅0, 𝐹0 ∪

 𝐹𝑀2−𝑀1
 )。于是，对并模型 ℳ0

′ 而言，𝑀0 未改变；𝑅0 与 𝐹0 是封闭的，有确定的值，亦未

改变； 𝐹𝑀2−𝑀1
有确定含义，从而并运算 ℳ0

′ = ℳ1
′  ∪lim  ℳ2 是成立有效的。∎ 

依据定理 4.1，在模型组合中引入了论域映射函数后，模型的受限并运算是函数封闭

的，从并运算角度看，可以放心使用。但在模型组合中，如果不止一处采用了论域映射函

数，方案是否依然可行？依据定理 4.1，可以肯定的是，模型受限并运算照样可以进行。

但模型组合是一个整体，不止一处引入论域映射函数后，有可能对模型组合的整体性能造

成影响，因此有必要对这一情况进行深入分析。 

4.3 模型定义域和值域对论域映射函数的限制和影响 
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一般而言，论域映射函数是将其它模型的值域数据映射成本模型的定义域数据，以便

本模型采用其它模型处理数据的成果。就两个相关模型的论域数据关联程度而言，存在论

域重叠和不重叠两种情况。设有模型 ℳ1 = (𝑀1, 𝐶1, 𝑅1, 𝐹1 ) 和 ℳ2 = (𝑀2, 𝐶2, 𝑅2, 𝐹2 )。现

在 ℳ1 中引入论域映射函数 𝐹𝑀2−𝑀1
，使模型 I 变成 ℳ1 = ( 𝑀1, 𝐶1, 𝑅1, 𝐹1 ∪  𝐹𝑀2−𝑀1

)，其中

 𝐹𝑀2−𝑀1
： 𝑀2𝑝  →  𝑀1𝑘 。针对 𝑀2𝑝 与 𝑀1𝑘 是否存在重叠，分别讨论于后。 

1.  𝑴𝟐𝒑  ∩  𝑴𝟏𝒌  ≠  𝚽 ，二者存在重叠。 

又分两种情况进行讨论。 

a)  𝑀2𝑝  ⊆  𝑀1𝑘  

对任意 a ∈ M2p，都有 b ∈ M1k，使得 a = b，于是 a ∈ M1k，这时 ℳ1 可直接引用 M2p 中

的数据。以下定理成立： 

定理4.2： 设有模型 ℳ1 = ( 𝑀1, 𝐶1, 𝑅1, 𝐹1 ∪  𝐹𝑀2−𝑀1
)， ℳ2 = (𝑀2, 𝐶2, 𝑅2, 𝐹2 )，其中 ℳ1

包含论域映射函数  𝐹𝑀2−𝑀1
: 𝑀2𝑝  →  𝑀1𝑘，且有 𝑀2𝑝  ⊆  𝑀1𝑘，则 ℳ1 中通过论域映射函数

引用 ℳ2 中的数据可以直接使用。 

这是一种最理想最简洁的情况。 

b)  M2p  ⊃  M1k   

存在 a ∈ M2p ，使得 a ∉  M1k。这种情况下，在 ℳ1 中通过论域映射函数引用 ℳ2 中

得到的值域数据时存在超出 ℳ1 定义域的情况，如果直接使用，则会出现函数不封闭和关

系不成立。因此，为了使引用的数据在 ℳ1 中能正常使用，必须将 M2p 的数据进行压缩。

现通过一个数据压缩函数 Fcomp将 M2p 压缩为不超出 M1k的范围来实现，即 Fcomp: 

 M2p →  M2p
′，使得 M2p

′ ⊆  M1k 成立。然后再通过论域映射函数  FM2−M1
:  M2p

′  →  M1k 在

 ℳ1 中引用 ℳ2 得到的处理数据，根据定理 4.1，这是可行的。由此可得以下定理： 

定理4.3： 设有模型 ℳ1 = ( 𝑀1, 𝐶1, 𝑅1, 𝐹1 ∪  𝐹𝑀2−𝑀1
)， ℳ2 = (𝑀2, 𝐶2, 𝑅2, 𝐹2 )，其中 ℳ1

包含论域映射函数  𝐹𝑀2−𝑀1
: 𝑀2𝑝  →  𝑀1𝑘，且有 𝑀2𝑝  ⊃  𝑀1𝑘。这种情况下的论域映射可分

两步实现：首先采用数据压缩函数 𝐹𝑐𝑜𝑚𝑝 压缩论域， 𝐹𝑐𝑜𝑚𝑝:  𝑀2𝑝 →  𝑀2𝑝
′，使得

 𝑀2𝑝
′  ⊆  𝑀1𝑘 ；之后再用论域映射函数实现论域映射 𝐹𝑀2−𝑀1

′:  𝑀2𝑝
′  →  𝑀1𝑘。 

定理 4.3 中的论域映射函数可看成为一个复合函数： 

  𝐹𝑀2−𝑀1
: 𝑀2𝑝  →  𝑀1𝑘  =  𝐹𝑀2−𝑀1

′: ( 𝐹𝑐𝑜𝑚𝑝:  𝑀2𝑝 →  𝑀2𝑝
′) →  𝑀1𝑘 

由于在映射函数中采用了数据压缩，不可避免地会丢失被引用模型得到的一部分数据

信息，这在使用中应当充分注意。 

2.  𝑴𝟐𝒑  ∩  𝑴𝟏𝒌 =  𝚽   

在这种情况下，两个模型的论域数据无交集，一个模型无法直接引用另一个模型处理

得到的数据成果。那么，能否间接利用另一个模型得到的处理结果呢？这是一个值得探索

的问题。本文这里提出一个采用“数据代理”的方法，以期实现论域无交集条件下的论域

映射。 

定义 4.3： （论域数据代理）设一阶语言 𝓛 ={C,R,F }的两个模型 ℳ1 = ( 𝑀1, 𝐶1, 𝑅1, 𝐹1)，

 ℳ2 = (𝑀2, 𝐶2, 𝑅2, 𝐹2 )，其中 𝑀1𝑘， 𝑀2𝑝分别是两个模型论域的子论域： 𝑀1𝑘 ⊆ 𝑀1，
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 𝑀2𝑝 ⊆ 𝑀2。在 𝑀2𝑝  ∩  𝑀1𝑘 =  Φ  的条件下，如果对于 𝑀2𝑝中的某个成员 𝑏𝑖 ∈ 𝑀2𝑝，我们

能够在 𝑀1𝑘 中指定一个成员 𝑎𝑖 ∈ 𝑀1𝑘与之对应，且这种指定对在 ℳ1 中引用 ℳ2 的数据处

理结果是有意义的，则称 𝑎𝑖 为论域 𝑀2 的数据成员  𝑏𝑖 在 𝑀1中的论域数据代理。 

采用论域数据代理的方法，可以在两个模型的论域无交集的条件下实现模型之间的数

据引用。当然，正如定义 4.3 所明确的，数据代理的指定是针对被引用数据而确定的，是

在代理所属模型中数据处理时有明确针对被引用数据的含义，是有特别含义的，也就是在

引用模型中有必要利用被引用模型处理的数据成果时才有意义。 

有如一个模型中论域包含由张三、李四、王五、…… 组成的团队，我们可以在另外一

个模型的论域中，采用 1、2、3、……编号与之一一对应，在采用编号的模型论域中，编号

数字隐含着对应于原模型的团队成员。这里只是一个比喻说明。 

模型的论域数据无交集而又要相互引用处理数据的情况应该是比较少的。大多数情况

下，模型之间的处理数据要能实现相互利用，则在论域中应当存在数据重叠，即是 1 中所

列出的情况。 

4.4 论域映射函数对模型组合稳定性的影响 

论域映射函数为模型组合中相互引用处理数据带来许多灵活性和方便，但在采用论域

映射函数后，模型组合网络工作是否稳定？这是模型组合中引入论域映射函数后必须要回

答的问题。在资料[9]中，模型组合有模型链、模型树、模型网络几种构成形式。现分别进

行分析。 

1. 论域映射函数对模型链的影响 

资料[9]介绍了模型链的组成情况。设语言 ℒ = { C,R,F }的一系列模型为  ℳΓ ： ℳγ，

ℳγ−1，… ，ℳ1，ℳ0 ，其中  ℳ𝑖−1 是  ℳi 的子模型，即有 ℳ𝑖−1 ⊆ ℳ𝑖 ( 𝛾 ≥ 𝑖 ≥ 1，  𝛾 ∈ 𝐈  )。

这一系列模型构成子模型升链：  

              ℳ0 ⊆ ℳ1 ⊆  … ⊆ ℳ𝛾                                     (4.1) 

 

图 4.1 子模型链结构 

图 4.1 表示了式(4.1)模型链的结构。模型 ℳ0 处在模型链的最低层，模型 ℳ𝛾 处在模型链

的最高层，低层的模型是高层模型的子模型。 

如果模型链构成一个数据处理整体，则从数据传递方向看，低层模型的输出数据是高

一层模型的输入，逐级传递，且这种数据传递是单方向的。 

现在来考察在子模型链中加入论域映射函数的情况。 
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设 ℳ𝑖，ℳ𝑗  为图 4.1 模型链中的两个模型， ℳ𝑖 ⊆ ℳ𝑗  （𝑖 < 𝑗）。现分别考察从

 ℳ𝑖，ℳ𝑗  处加入论域映射函数： 

a) 在高端模型 𝓜𝒋  中加入论域映射函数，引用低端模型 𝓜𝒊 中的论域数据 

两个模型可分别表示为  ℳ𝑖 = (𝑀𝑖 , 𝐶𝑖 , 𝑅𝑖 , 𝐹𝑖 )， ℳ𝑗 = ( 𝑀𝑗 , 𝐶𝑗 , 𝑅𝑗 , 𝐹𝑗 ∪  𝐹𝑀𝑖−𝑀𝑗
)。其中 

 𝐹𝑀𝑖−𝑀𝑗
:  𝑀𝑖

′  →  𝑀𝑗
′ ， 𝑀𝑖

′  ⊆ 𝑀𝑖， 𝑀𝑖
′  ⊆ 𝑀𝑗，如图 4.2 a) 所示。由于模型间存在  ℳ𝑖  ⊆  ℳ𝑗，

模型链中低端模型的数据效果一定会传递到高端模型中，因此， 

 

                      

a) 高端模型引用低端模型数据              b)   低端模型引用高端模型数据 

图 4.2 模型链中的论域映射 

在模型链中再通过论域映射函数把低端模型的论域数据引用到高端模型中去，只会在量上

和提前时间上影响到高端模型，而不会影响到模型链的稳定性。故有以下引理： 

引理4.1： 在模型链中，在高端模型中通过论域映射函数引用低端模型的论域数据，

不会影响模型链的稳定性。 

b) 在低端模型 𝓜𝒊  中加入论域映射函数，引用高端模型 𝓜𝒋 中的论域数据 

如图 4.2 b) 所示，在低端模型  ℳ𝑖 = (𝑀𝑖 , 𝐶𝑖 , 𝑅𝑖 , 𝐹𝑖  ∪  𝐹𝑀𝑗−𝑀𝑖
) 中加入论域映射函数， 

引入高端模型 ℳ𝑗 = ( 𝑀𝑗 , 𝐶𝑗 , 𝑅𝑗 , 𝐹𝑗)的论域数据： 𝐹𝑀𝑗−𝑀𝑖
:  𝑀𝑗

′  →  𝑀𝑖
′，𝑀𝑖

′  ⊆ 𝑀𝑖， 𝑀𝑖
′  ⊆ 𝑀𝑗 。  

定义 4.4： 设有子模型升链  ℳΓ ：ℳ0 ⊆ ℳ1 ⊆  … ⊆ ℳ𝛾，其中有 ℳ𝑖 ∈ ℳΓ ， ℳ𝑗 ∈

ℳΓ  ， ℳ𝑖 ⊆ ℳ𝑗  （𝑖 < 𝑗）。若在低端模型 ℳ𝑖 中加入论域映射函数引用了高端模型 ℳ𝑗 的

值域数据，即  ℳ𝑖 = (𝑀𝑖 , 𝐶𝑖 , 𝑅𝑖 , 𝐹𝑖  ∪  𝐹𝑀𝑗−𝑀𝑖
)，其中 𝐹𝑀𝑗−𝑀𝑖

:  𝑀𝑗
′  →  𝑀𝑖

′ ， 𝑀𝑖
′  ⊆ 𝑀𝑖，

 𝑀𝑗
′  ⊆ 𝑀𝑗。这种情况下，引用的数据效果会通过模型链进行传递，即 ℳ𝑖 的输出数据会传

递给  ℳ𝑖+1，最终还会传递到 ℳ𝑗  的输入，影响到 ℳ𝑗 的输出，之后又会再反向传递到 ℳ𝑖 的

输入，形成循环。称模型链中通过论域映射函数的这种数据循环的引用为循环引用。 

由定义 4.4，在低端模型  ℳi 中加入论域映射函数，引用高端模型  ℳj 中的论域数据，

存在数据循环引用的情况。而数据循环引用有可能会造成系统工作不稳定。特别地，在定

义 4.4 中，如果令 i = j，则  ℳi 将会在输入中引用自身的输出数据，类似于自动调节系统
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中的“数据反馈”，可能会出现工作不稳定的状态。故有以下定理： 

定理4.4： 在模型链中，在低端模型中通过论域映射函数引用高端模型的论域数据，

存在数据循环引用情况，有可能造成系统工作不稳定。 

由定理 4.4，模型链中在低端模型中通过论域映射函数引用高端模型论域数据的场合，

由于存在系统不稳定的因素，故需对系统的技术方案进行验证。对于存在不稳定的系统，

应当调整技术方案，确保系统能稳定运行。 

c) 模型链中加入论域映射函数后对模型结构的影响 

加入论域映射函数后，模型链内部各模型的论域、关系、其它函数未作改变，因此，

论域映射函数的加入不影响模型的组合结构。但是数据传递的路径却因此而发生了改变，

影响到整个模型组合处理数据的效果。换言之，它影响了数据传递的结构，即影响了数据

流结构。图 4.3 表示了在模型链中加入论域映射函数后的数据传递关系。 

           

a) 高端模型引用低端模型的数据传递关系         b)   低端模型引用高端模型数据传递关系 

图 4.3 模型链中加入论域映射函数后的数据传递关系 

初看起来，图 4.3 与 4.2 并无多大差异，但在不止一处加入论域映射函数时，就不能

只考虑原来的模型链了，还应当考虑这之前已加入映射函数后形成的数据传递路径的结构。

这时，应当采用数据传递图来考察新加入的论域映射函数对模型链的影响。这个问题在单

个模型链中不算突出，但在模型树和模型网络中存在多个模型链的情况下就不能回避了。 

2. 论域映射函数对模型树的影响 

图 4.4 a) 表示了在一个子模型树  ℳΓ  中加入论域映射函数的情况。图中，模型 ℳ𝑖 加

入了论域映射函数 𝐹𝑀𝑘−𝑀𝑖
:  𝑀𝑘  →  𝑀𝑖 (为方便和表示清晰，这里直接采用了论域表示，而

一般情况应为子论域映射)，将模型 ℳ𝑘 的输出映射到 ℳ𝑖 的输入；模型 ℳ𝑞 加入了映射

函数  𝐹𝑀𝑗−𝑀𝑞
:  𝑀𝑗  →  𝑀𝑞，将模型 ℳ𝑗 的输出映射到 ℳ𝑞 的输入。 
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子模型树

 

子模型树

 

a)   模型树中添加论域映射函数        b) 模型树中添加论域映射函数后的数据传递关系 

图 4.4 模型树中添加论域映射函数示例 

由图 4.4 a)还可看出：模型 ℳ𝑘 与 ℳ𝑖 不在一条模型链上，而模型 ℳ𝑗 与 ℳ𝑞 处在一

条模型链上。根据上面分析，由于模型 ℳ𝑘 与 ℳ𝑖 不在一条模型链上，不会出现模型数据

的循环引用，因而不会影响系统的稳定性；而模型 ℳ𝑗 与 ℳ𝑞 处在一条模型链上，且 ℳ𝑞  为

低端模型， ℳ𝑞 ⊆ ℳ𝑗 ,存在数据循环引用，有可能造成系统不稳定。故有以下推论： 

推论4.1： 在模型树中，如果通过论域映射函数进行数据引用的两个模型处在同一个

子模型链中，且是将高端模型的输出引用到低端模型输入，则存在数据循环引用，有可能

造成系统不稳定。 

对可能存在稳定性问题的数据引用，必须要进行验证。如果验证后确认系统存在稳定

性问题，则必须要对技术方案进行调整，以确保系统能稳定运行。 

如前节所述，在不止一处加入论域映射函数时，新增的映射函数必须考虑已加入映射

函数的影响，要从数据传递关系角度去核实是否影响系统的稳定性。如图 4.4 b)所示，在

图 4.4 a) 模型树已加入映射函数的基础上，又加入了一个论域映射函数  𝐹𝑀𝑞−𝑀𝑝𝑚
:  𝑀𝑞  →

 𝑀𝑝𝑚。如果在加入  𝐹𝑀𝑞−𝑀𝑝𝑚
之前，已验证系统是稳定的，但在加入  𝐹𝑀𝑞−𝑀𝑝𝑚

 后，数据又

会沿着新的路径  ℳ𝑞 →   ℳ𝑝𝑚 → ⋯ →   ℳ𝑗  进行传递，会出现新的数据循环引用问题，

故必须再次进行稳定性验证。而这种新出现的循环引用问题通过数据传递图是易于发现的。

故此有以下推论： 

推论4.2： 在已加入论域映射函数的模型树中，如果新增的映射函数又与原来的数据

传递路径组合形成新的数据通路，出现低端模型引用高端模型论域数据的新路径，则新增

论域映射函数后存在新的数据循环引用，有可能造成系统不稳定，需进行稳定性验证。 

推论 4.2 指出了在有不止一条模型链的子模型树中会出现新的稳定性问题，需进行验

证。如果出现新的不稳定情况，亦需调整技术方案，确保系统稳定运行。 

3. 论域映射函数对模型网络的影响 

图 4.5 为模型网络  ℳΓ  中加入论域映射函数的示例。在  ℳΓ  中加入了两个论域映射

函数 𝐹𝑀𝑝01−𝑀𝑟𝑠𝑗
:  𝑀𝑝01 →  𝑀𝑟𝑠𝑗 和 𝐹𝑀𝑝𝑛𝑗−𝑀𝑞𝑚𝑙

:  𝑀𝑝𝑛𝑗 →  𝑀𝑞𝑚𝑙。其中， 𝐹𝑀𝑝01−𝑀𝑟𝑠𝑗
 将模型

 ℳ𝑝01的输出映射到模型 ℳ𝑟𝑠𝑗  的输入， 𝐹𝑀𝑝𝑛𝑗−𝑀𝑞𝑚𝑙
 将模型 ℳ𝑝𝑛𝑗 的输出映射到模型 ℳ𝑞𝑚𝑙  

的输入。图中，模型 ℳ𝑝𝑛𝑗  与模型 ℳ𝑞𝑚𝑙  不在同一个子模型链上，它们之间的数据不存在
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循环引用，因此映射 𝐹𝑀𝑝𝑛𝑗−𝑀𝑞𝑚𝑙
:  𝑀𝑝𝑛𝑗 →  𝑀𝑞𝑚𝑙 不会对系统的稳定性造成影响。而模型

 ℳ𝑝01 与模型  ℳ𝑟𝑠𝑗 处在同一个子模型链中,且  ℳ𝑝01 为高端模型，因此，映射函数

 𝐹𝑀𝑝01−𝑀𝑟𝑠𝑗
:  𝑀𝑝01 →  𝑀𝑟𝑠𝑗 存在数据的循环引用，会对系统的稳定性造成影响。 

... ...

... ...

子模型网络

 

图 4.5 模型网络中添加论域映射函数示例 

根据以上对模型链和模型树中加入论域映射函数的分析，可得到以下推论： 

推论4.3： 在模型网络中，如果通过论域映射函数进行数据引用的两个模型处在同一

个子模型链中，且是将高端模型的输出引用到低端模型输入，则存在数据循环引用，有可

能造成系统不稳定。 

在模型网络中，对可能存在稳定性问题的数据引用，必须要进行验证。如果验证后确

认系统存在稳定性问题，则必须要对技术方案进行调整，以确保系统能稳定运行。 

如前所述，在模型网络中亦存在新增论域映射函数引起新增循环数据路径的问题，图

4.6 表示出了这一情况。 

... ...

... ...

子模型网络

 

图 4.6 模型网络中添加论域映射函数后的数据传递图 

图 4.6 中，在图 4.5 基础上新增了一个论域映射函数 𝐹𝑀𝑞0𝑘−𝑀𝑝𝑛𝑗
:  𝑀𝑞0𝑘 →  𝑀𝑝𝑛𝑗，形

成了新的数据传递循环路径：ℳ𝑝𝑛𝑗 → ℳ𝑞𝑚𝑙 → ℳ𝑝01 → ℳ𝑟𝑠𝑗 → ℳ𝑞0𝑘 → ℳ𝑝𝑛𝑗，存在新的

不稳定可能，因此需对这个映射函数的加入进行技术验证。有以下推论： 

推论4.4： 在已加入论域映射函数的模型网络中，如果新增的映射函数又与原来的数

据路径组合形成新的数据传递路径，以致出现低端模型引用高端模型论域数据的新路径，
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则新增论域映射函数存在新的数据循环引用，有可能造成系统不稳定，需进行稳定性验证。 

综上所述，可总结出以下几点：在模型组合中，如果在同一个子模型链上的低端模型

中引用高端模型数据，则存在数据循环引用问题；在模型组合中加入论域映射函数时，采

用数据传递图来分析是否存在数据循环引用问题更为方便；对存在数据循环引用的场合，

需进行稳定性验证，如果存在系统不稳定因素，则需进行技术方案调整，确保系统能稳定

运行。 

五.   论域映射函数方法应用展望 

1.   对模型组合的应用 

前面已经对模型链、模型树、模型网络等模型组合中加入论域映射函数的方法进行了

分析。结果表明，1) 在一个模型组合中的任意两个模型之间，只要两个模型不是处于同

一个子模型链上，均可加入论域映射函数进行数据引用，且不存在稳定性问题；2) 即使

两个模型处于同一个子模型链上，只要论域映射不是从高端模型把数据映射到低端模型，

也不会因论域映射函数的引用而影响系统的稳定性；3) 只有当两个模型处于同一个子模

型链中，且数据是从高端模型引用到低端模型，才有可能出现数据循环引用问题，进而导

致可能出现系统稳定性问题而需要进行验证。因此，在一个结构复杂的模型网络中，为了

判断在加入论域映射函数时会不会出现数据的循环引用，采用数据传递图的方法是必要的，

如图 4.4 b)与图 4.6 所示。 

模型受限并运算实现了模型的组合，定理 3.1 揭示了模型受限并运算方法的本质是在

并运算中维持函数和关系的定义域不变，以保持并运算中的函数和关系成立，实现了模型

的组合。而论域映射函数方法的引入，极大地方便了模型组合中模型之间处理数据成果的

相互利用，使模型组合的性能得到更大的提升。我们期望，论域映射函数方法将会在模型

组合中得到广泛应用。 

2.   对智能体研究的应用 

当前，以大模型为基础的多模态智能系统
[14][15][16]

和多智能体系统
[17][18][19]

是人工智能领

域的重要发展方向，已取得瞩目的成绩。这两类系统都涉及多个模型间的数据转换、数据

交互和相互协同等问题。资料[9]提出的子模型组合方法，从逻辑结构上体现了不同模型

间的逻辑关系，对多模态具身智能系统和多智能体系统的研究能起到一定的技术支持作用。

而本文提出的论域映射函数方法又对模型之间的数据相互引用给出了可行的意见，因此，

将子模型组合方法与论域映射函数方法结合运用，将会对智能体的研究起到较好的支持作

用。  

对于具身智能体和多智能体系统而言，我们可以将其看成为由若干功能相对独立的子

系统或模块构成。从逻辑结构角度看，这些子系统或模块可以看成为一个个的模型，因此，

可以把它们组合成更大的系统或模型。本文提出的论域映射函数方法，指出了可以在这些
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组成的模型之间进行处理数据的相互引用和应该遵循的逻辑原则，以及对数据循环引用的

监测和处理方法。显然，论域映射函数方法对模型之间的数据利用，给出了一种灵活高效

的实施方案，这对提高整个系统的数据处理效能，有着重要的作用。本文只是提出了这种

跨模型数据引用的原理方案，有待在实际系统进一步运用和完善。 

3.   对人工智能基础理论的应用展望 

当前，多模态大语言模型，知识图谱，人工智能与多模态数学推理，交叉领域应用，

具身智能系统等人工智能领域的技术研究取得了飞速进步和瞩目的成绩[14]--[19]。与此同时，

若干基础理论研究工作亦需同步进行。资料[9]提出的模型受限并运算方法，使得可以从数

理逻辑角度研究模型的组合问题；而本文提出的论域映射函数方法，使这种模型组合方法

的数据处理效能更高，运用效果更好，我们期望它在人工智能的模型构建上得到较广泛的

应用。 

从数据传递角度看，前述的论域映射函数方法是模型组合中某个模型主动去引用另一

个模型的处理数据。在实际应用中，我们可以设想，经一个模型处理后的数据也可以主动

向其它有关模型提供支持。例如，一个运动智能体的坐标探测模块获取的自身位置坐标数

据，就应该实时主动提交给有关模块使用。在这种情况下，从论域映射角度看，数据传递

的逻辑效果与本文前述的主动引用其它模型的数据是等效的。因此，如果在系统中采用向

其它模型主动提供处理数据的方案时，同样存在数据循环引用问题，存在影响系统稳定性

的因素，只是在这种情况下应该从引用数据的模型处对是否存在数据循环引用进行分析，

而主动提交数据的模型不必考虑它的作用和效果。 

本文提出的论域映射函数方法是一种论域数据传递的控制方法，可视其为数据引用方

法。从实际使用角度看，在大的模型组合中，是否存在功能引用的可能？这值得深入研究。

从模型角度看，可作如下描述：设一阶语言 𝓛 ={C,R,F }的两个模型 ℳ1 = ( 𝑀1, 𝐶1, 𝑅1, 𝐹1)，

 ℳ2 = (𝑀2, 𝐶2, 𝑅2, 𝐹2 )。现假设由 ℳ1 提供论域数据 𝑀1𝑘 ⊆ 𝑀1，交由 ℳ2 处理，借用 ℳ2 的

函数集  𝐹2 和关系集 𝑅2 进行数据变换和推理，最后将结果数据 𝑀2𝑝 ⊆ 𝑀2 返回给 ℳ1 。用

式子描述为两步实现：首先在 ℳ1 中增加映射矢量 < 𝐹 𝑀1𝑘−𝑀2
 , 𝐺1−2 >，其中𝐹 𝑀1𝑘−𝑀2

为模

型 ℳ1 提交给 ℳ2 的待处理数据，𝐺1−2  为 ℳ1 提交给 ℳ2 的功能处理要求，包括数据变换

和推理方面的要求，即指定 ℳ2 中的处理函数和推理关系。 ℳ2 对 ℳ1 提交来的处理要求

完成后，再由映射函数 𝐹 𝑀2𝑝−𝑀1
 将结果返回给 ℳ1 。这相当于实现了外部模型对  ℳ2 内部

功能的调用。在复杂的模型组合中这种工作方式可以使模型之间能够相互利用处理资源，

是一种值得探索的模型间数据处理的方法。在多智能体的系统中，这种功能引用值得进一

步探索研究。 

数理逻辑为人工智能系统的研究提供了基础理论的支持。在人工智能的基础技术研究

方面，包括建模理论、知识表达与推理、机器学习理论、跨领域应用等，都离不开数理逻

辑有关理论的支撑。对于人工智能系统的研究而言，模型受限并运算和论域映射函数方法

从数理逻辑模型论角度给出了一种可行的模型组合方法，我们期待它作为人工智能系统模
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型构建的一种基础技术而得到广泛应用。 

六.   结语 

本文在资料[9]模型受限并运算的基础上，通过对模型论域的深入分析，揭示出了模型

受限并运算的本质是在模型并运算中维持了函数和关系的定义域不变化，以保证模型并运

算的成立。通过进一步的分析，本文提出了论域映射函数方法。该方法是模型组合中模型

之间数据引用的一种可行的解决方案，提高了模型数据处理的效能。从整个模型组合看，

它可以更充分地利用系统资源，提高整个模型组合的性能，是一个值得在模型构建中采用

的系统优化方法。 

在人工智能研究领域，基础研究是不可或缺的研究内容。模型受限并运算与论域映射

函数方法作为数理逻辑的研究课题，可看作是数理逻辑模型论的一个新的研究方向，它对

人工智能模型的构建、多模态具身智能应用、跨领域应用等将起到重要的支持作用。 
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